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ABSTRACT 

This is an attempt to share with my colleagues some experiences related to Optimal Experimental 
Plans and particularly to ones that were introduced by me and have the general name of I plans (I 
because they are plans to estimate integral indexes of the response function). 

Theme: Optimal Experimental Plans  
Key words:  Experiment, estimation, statistic, system, model   

Introduction: In different scenarios, engineers, researchers, etc need to estimate not the values of 
the response functions in certain points, they need to estimate some integral indexes of this 
function. To this idea is dedicated this paper  
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The set of parameters which define the state of the object is divided in the following groups: 

 ector of input variables)   Input variables (v ( )mxxxx L
r

21,=  

max

. In this group we   have the

controllable parameters of the object. The values of these parameters are inside given 
intervals and they are given by the schedule of the technological process or technical 

constrains and are of the form  min ii xxix ≤≤  ;  i 2,1 m,,L= ; 

Output variables  (vector of output variables)  ( )ryyyy L
r ,, 21=  . In this group we

 the output 

In group

 have 

the variables that contain information about quantity and quality characteristics of
product. 

   zr we in vaclude the  riables that we can control but we cannot manipulate. 

( )szL
r ,  zzz , 21= .  

In group   pr  we in
 time 

clude variables that we cannot control neither manipulate. In this group we 

have noises and we do not know the points where they are applied, we neither know the

characteristics nor the power of then.    ( )lpppp L
r

21= . 

It is clear from the way that we defined the universe of signals that only the once that belong to  xr could 
be manipulated. 

In case of active experiment all the variables that belong to  pr  will be represented by equivalent 
addition noise  e  applied to the output.     

Variables from  zr  , whose characteristics during the experiment are known will be considered as 

variables that belong to group  xr  . 

Let us assume that we have one output signal, then the response function can be represented as  

( ) exy += θη
rr,   where  

   e   is the noise with the following properties: 

( ) 0=eE   the mean of the noise is zero. E is the mean operator ; 

( ) jieeE ji ≠∀= 0.
ie je

  this means in different point of the factor space  where the output is 

measured  and  are not correlated ; 

ji xx ,

( ) ieD i ∀= 2σ this means that dispersion of the noise in all points of factor space   is the same. ixr
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The last two conditions can be written other way around  { } WeeE 2. σ=′  where 

W is the  unit matrix with dimension equals to  nn× ; 

   is the  amount of experiments (amount of measures of the output; n

),,,( 21 neeee L=′  is the vector of the values of the errors in the points where the measures were 

taken; 

E  is the mean operator; 

( ) ( )∑=
=

k

i
ii xfx

1
, rrr θθη ; 

iθ ‐ coefficients of the model; 

( )xfi
r

‐ given functions of input variables.            

The schema of the object can be given now by the following sketch:                          

                                                                                            e

xr              y

 

 

What do we want to do? 

Sometimes we want to find not the discrete value of the response function and instead we want to find 
some integral indexes of the function, it means  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∑ +=+==

Ω Ω Ω =
xdxexfxdxexxdxy j

k

i
iijjj

rrrrrrrrr ωθωθηωμ
1

,  

The estimation of the indexes we will find: 

( ) ( ) ( )∫ ∑==
Ω =

k

i
iijj xdxxfE

1
ˆˆ rrr ωθμμ ; 

where  jμ  is the estimated index; 

Object  +
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y  is the output parameter (output variable); 

iθ̂ is the estimation of the coefficient  iθ of the model; 

( )xj
rω  given not random weight function that in general depends of the input factors; 

Ω  is the given region of factor space where we calculate the integral idexes; 

MMj ;,1
_____

= is the amount of calculated integral indexes. 

 

We will look for the estimators of the coefficients of the model inside linear class of estimators, what 
means: 

yTr=θ̂ ; 

Where   is the vector of the values of response function in different points ( nyyyy L,, 21=′ ) ixr of 

the factor space; 

n is the amount of experiments and  

T is a matrix with dimension  nk ×  

We will look for estimators with the following characteristics 

‐ ( ) realE μμ
rr

=ˆ  what means that their expected value will be the same as the real value of the 

integral indexes; 

‐ ( ) ( ) 0ˆˆlim =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥−

′
−

∞→
ξμμμμ realnreal

n
p

rrrr
 what means that the estimation converge 

from the probabilistic point of view to the real values of the estimated parameters. Index 

nify that  estimation 

n
sig nμ̂

r
 was obtained after nmeasures and   ξ    any in front given 

positive number  and  

is

 

‐    ( ) ( )0
ˆˆ μμ
rr

DD ≤  where  ( )μ̂rD  covariance matrix and   ( )0μ̂
r

D  is the covariance matrix of 

any unbiased estimations of  0μ
r

. 

These estimators are known as the best linear estimators and the estimations that we obtain are the 
best linear estimation of the integral index of the response function. 
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It is known that in order for us to improve the quality of the properties of the statistic estimations 
we need, somehow, to select points in the factor space to do our measures, it means, WE NEED TO 
PLAN THE EXPERIMENT!! 

Today we can find in the literature different type of experimental plans. 

When we plan an active experiment, the necessary statistic material  for the estimation of the 
parameters is collected following a define research program. Research program is the experimental 
plan and it satisfies certain criterion of optimality.       

About Experimental Plans   

They are divided in exact and continuous plans. 

Exact plans are optimal for a given number of observations  N    

 The task of finding an optimal exact plan is done by finding where, in the plan region, measurements 
should be taken to satisfy the given criterion of optimality.   

If the obtained plan is concentrated in   Nn ≤  points them we can define the observation frequency in 

point  l  as N
rl

l =ξ , where    is the number of observations done in point .     From what was 

said we have    where 

lr lx

∑ =
=

n

l
l

1
1ξ lξ   proportion of observations that were done on point considering 

the total amount of done observations as the unit.   

lx

The main characteristic for exact plans is that  Nr ll ξ=   where  is a positive integer. lr

Continuous plans are not related to a specific number of observations. These plans are given by a 
positive probability metric            , that is   ,                 .  A continuous norm plan                          ε  is the 
following set of magnitudes :                               

( )∫(x) dξξ =x 1
 x

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
n
nxxx
ξξξ

ε
...21

...21
 

 

where         are points of the spectra of the plan     ix

 and                       where                    is the planning region;             XXix ∈

     is the frequency of observations in corresponding points of the plan.  iξ

We can find a correspondence between Norm Plans, Norm Information Matrix of the Plan and Norm 
Covariance Matrix.     
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Norm Information Matrix of the Plan is given by:  ( ) ( ) ( ) ( )∫ ′=
x

xdxfxfL ξε  where 

                                                                            is the base in which the response function is decomposed. ( ) ( ) )( ) ( )( xkfx ,,L

In the case that the metric is contained in a finite number of points we have : 

 

 

And the Norm Covariance Matrix is:                                              

 

 

Statistic properties of the estimation of integral index of response functions 

 

Let us assume that    ( )θη
rr,x    is a function linear related to parameters, this is:  ( ) ( )xfx rrr θθη ′=,   

where     ( ) ( )( ) ( )( xfxxf )fxf k
r

L
rr ,2=′ r ,1  .                                                                                                                              

                                        

In the points     were done independently measures                 with  nxxx L,, 21                          

             dispersions equal to                             . 

fxfxf 2,1=′

yy ,2,1 L

n2,2212 L

( ) ( ) ( )∑
=

′=
n

i
ixfixfiL

1
ξε

( ) ( )εε 1−= LD

ny ,

,, σσσ

We will analyze only linear estimation for      what means that we are looking for such estimations that 

could be represented as               where          ( )nyyyy L,, 21=′  and T is a matrix with dim

n

θ
ensions

k × . 

Ty=θ̂

It is known from literature the following theorem: 

The best linear estimation for the unknown parameters θ  are  where matrix  is equal to 

 and is not a degenerated matrix;   . Covariance matrix of 

estimation is equal to 

yB 1ˆ −=θ

ii
2−= σ

B

( ) ( )∑ ′=
=

n

i
iii xfxfvB

1

rr v

( ) 1−= BˆD θ . 

One corollary of the above theorem is that the estimation of any linear combination  θCt = will be 

θ̂ˆ Ct =  . Covariance matrix of estimations  t̂   is equal to  ( ) ( )CCDtD ′= θ̂ˆ  

6 
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Let us demonstrate that our estimations of μ
r
 (integral indexes of response function) are linear 

combination of the coefficient of the model: 

 

                                ( ) ∑=x,θ ( )
=

k

j
xjfj

1

rrr θη

 

 

 

 

                                                                                                                   

 

Using matrix notation we can represent the last expression as:        

 

 

 

 

                                                                                        

 

 

Where  

 

It is known too that the best linear estimation for θ̂  minimizes the sum of the weight squares of the 
difference between the real value and the one that is calculated by the model (Lease Square Method, 
LSM) 

( ) ( )[ ]∑ ′−=
=

n

i
iii xfyvS

1

2θθ r
  

[ ] ( ) ( )∫
Ω

== xdxxllE rrrr θηωμ , ( ) ( )∫
Ω

=∑
=

xdxjf
x

j jxl
rrr

1
θω

( ) ( ) ( ) ( )∫
Ω

+∫= xdfkx +
Ω

xkxldxfxl
r

L
rrr ω r rωθ θ11

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∫
Ω

∫
Ω

∫
Ω

∫
Ω

=

mdxmfldxfl

dxmfdxf

θ

θ

ωω

ωω

μ M

L

MLM

L

r 1

1

111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

lμ

μ
μ M
r 1
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If we put together what was said in the statistic properties of the estimation and what LSM says we can 
conclude that covariance matrix for our integral indexes  is the following: 

( ) φθφμ ′= )ˆ(ˆ DD  where 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∫∫

∫∫

=

ΩΩ

ΩΩ

xdxfxxdxfx

xdxfxxdxfx

mm

k

rrr
L

rrr
MMM

rrr
L

rrr

11

111

ωω

ωω

φ  

Why is actual the problem? 

In different situation scientists, engineers and researchers could find one or more of the following real 
problems:  

- estimation of the mean value of the response function and not the function itself; 

-  estimation of the volume of raw material in a mine; 

-  estimation of the amplitude of harmonics in a complex signal;  

-  estimation of some ordinates of transformed function; 

- estimation of the power of a signal for given frequencies. 

 

What is the objective of the experiment? 

Estimate                  ;       [ ]lE μ

 

Where                                                                            [ ] ( ) ( )dxxxllE ∫=

Ω

θωμ ,η
rrr

 

And                                           is the response function                                                                                                                                       ( ) ( )∑

=

+=+
k

i

exifiex

1

, rrr θ θη

               

which is known except for the numerical values   of the parameters.      

                           Is the    given region of factor space;          Ω

                                      

                                number of integral indexes that  need to be calculated and  l 1=                   MM ;,
____
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                             given non‐random weight function of input factors.                    ( )xl
rω

 

  What do we need to find?                       

We need to find:         that belongs to the class of continuous and norm plans         such that           
produces the minimum value of variance of the estimator           . 

*ε E
μ
r

Definition of Experimental           Optimal Plan DI
Plan           is an             optimal plan if and only if it minimizes the determinant of the Covariance Matrix, 
that is, 

*ε DI

                                                                              or 

                                                       

        Where      is the plan Information Matrix 

     is the plan which minimizes  the volume of the dispersion ellipsoid.   

Some examples: 

The response function mean value estimation. Application # 1 

We will assume that we have a weight function                       then: 

  

                                                   , is the mean value of the response function;         

Meaning: in different technological objects the inputs  can change   

 

we need to estimate the mean value of the output index.  

 

Estimation of the amplitude of given harmonic of the response 
function. Application # 2 

The given information is the same as before with the exception of weight functions. In this problem they 
are the same as the Fourier series, 

11 ≡ω

maxmin ixixix ≤≤

( ) ( ) ( ) ( )

rrr

( ) ( ) ( )[ ]MxMxxxxxx cos,sin,,2cos,2sin,cos,sin L
r

=ω

( )∫

Ω

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dxxE θημ

rr,
1

( ) ⎟
⎞

⎜
⎛ μ̂

⎠
=

∈
*detˆdetmin

ε
εμ

⎝ε

rr
DD

E
( ) ( )*

ˆdet*
ˆdetmax εμεμ
r r

LL =
Eε∈

L

DI
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( )∫

−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ L

L

dxxx

L

k

L

E θη
π

μ ,cos
11

( )∫

−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ L

L

dxxx

L

k

L

E θη
π

μ ,sin
12

Meaning: a parametric signal which describes complex periodic movement is given and we need to 
select some of its components 

 

Estimation of some ordinates of a given transform function. 
Application # 3 

Given: parametric signal                     in the region     . ( )θη
rr,x X

A transformation to region                 is performed.           MO

This means  

                                                                                         where 

 

 

and                             weight functions that areused to go from region     to region        . 

Significance: if                                        then we are applying Fourier Transformation to the input signal and 
we want to estimate the power of this signal for given frequencies.  

Analytic synthesis of a        plan   

 

Given: 

                                                                         

 

 

We need to find a plan         which belongs to class norm and continuous plans and it will give the 
minimum dispersion for the estimation of mean value of the response function in the region          

( ) ( )βωωηθη ( )rrrr ,~,
MOxX ∈→∈x ( ) ( )∫=

x
dxxxh θηωβω

r rrrη~ ,,,

( xh r, MO)ω X
( ) xiexh ωω =,

DI

( ) xx 10, θθθ +=
r

[ ]1,1η ∈ Xx = −

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

=∈
11211

101*
lll

Eε

E
X

( ) minˆ →SD
10 
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That is,  

 

Let us find the Information Matrix of the Plan.                                                                       

 

 

 

Vector       in this case has the following form 

 

Them  

 

This result tells us that estimation dispersion of the mean of the response function does not depend of 
the frequencies of the plan, meaning that we can distribute the resources the way we want. 

  We can use 50% in the extremes (any person will think that this is the correct distribution and different 
type of optimal experimental plans recommended so) or you can put all your resources in the center of 
the plan. 

The physical meaning of this result is that for accurate estimation of the mean value of a straight line 
you can distribute the resources uniformly at the ends of the plan region or you can put the resources all 
on the plan center to accurately estimate the free term.  

 

 

Some conclusions 

‐ It is really convenient to have optimal experimental plans that specifically deal with integral indexes of 
the response function.   

-  Some results were totally unexpected. 

-  There are many applications for these plans. 

-  There is a numerical method to synthesize these type of plans based on nonlinear optimization 
and use the Rosembrok’s algorithm on rotation of coordinates.  

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

120
01

11
11

100
01

121
11
11

1 l
lll

φ ( )0,2=φ

( ) ( ) ( )∑
=

=′=
1i

ixfixfilL ε
3

( ) 4
0
2

12
10
01

0,2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
l( ) ( ) ( )[ ] =′−=′= φεφφθφ 1ˆˆ LDSD
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